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Аннотация. На линейном многообразии пространства суммируемых с квадратом на
конечном отрезке функций, обнуляющихся в его концах, рассматривается оператор ле-
востороннего дробного дифференцирования Капуто. Показано, что сопряженным для
этого оператора является оператор правостороннего дробного дифференцирования Ка-
путо. Аналогичные результаты устанавливаются для операторов дробного дифферен-
цирования Римана–Лиувилля. Также мы показываем, что оператор, представляющийся
в виде суммы левостороннего и правостороннего операторов дробного дифференциро-
вания, является самосопряженным. Для обоснования результатов используются извест-
ные свойства дробных производных Капуто и Римана–Лиувилля.
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Abstract. On a linear manifold of the space of square summable functions on a finite
segment vanishing at its ends, we consider the operator of left-sided Caputo fractional
differentiation. We prove that the adjoint for it is the operator of right-sided Caputo frac-
tional differentiation. Similar results are established for the Riemann–Liouville fractional
differentiation operators. We also demonstrate that the operator, which is represented as the
sum of the left-sided and the right-sided fractional differentiation operators is self adjoint.
The known properties of the Caputo and Riemann–Liouville fractional derivatives are used
to substantiate the results.
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Введение

Теория дифференциальных уравнений дробного порядка берет свое начало от идей
Г.В. Лейбница и Л. Эйлера, но лишь к концу ХХ века внимание к этой тематике зна-
чительно усилилось, благодаря интересным приложениям в различных разделах при-
кладной математики, физики, инженерии, биологии, экономики и др. (см. моногра-
фии [1, 2], статьи [3, 4]). На данный момент разработаны различные подходы к разре-
шимости дифференциальных уравнений и включений дробного порядка α ∈ (0, 1). На-
пример, в работах [5,6] для указанного дробного порядка были разрешены задачи типа
Коши для дифференциальных уравнений. Статьи [7, 8] посвящены исследованию тра-
екторий дифференциальных включений дробного порядка α ∈ (0, 1), подчиняющихся
обобщенным краевым условиям, выраженным в форме операторных включений. В ра-
ботах [9, 10] авторы приводят доказательства разрешимости периодических краевых
задач для дифференциальных включений того же порядка. Аппроксимации решений
дифференциальных уравнений и включений дробного порядка α ∈ (0, 1), были изуче-
ны в статьях [11,12].

В последние годы активно исследуются дифференциальные уравнения и включе-
ния дробного порядка α > 1. Естественно, основным аппаратом для исследования
таких задач является классический функциональный анализ. Например, Ph. Clement,
S.-O. Londen и P. Egberts в работах [13, 14] используют для разрешимости полулиней-
ных дифференциальных уравнений дробного порядка теорию сопряженных операторов
в гильбертовом пространстве. При этом авторы в данных статьях не выписывают в яв-
ном виде сопряженный оператор для оператора дробного дифференцирования, а лишь
предполагают его существование в каком-то неизвестном виде. В настоящей работе
мы покажем, что для оператора левостороннего дробного дифференцирования Капуто,
сопряженным является оператор правостороннего дробного дифференцирования Ка-
путо. Более того, оператор, представимый в виде суммы операторов левостороннего
и правостороннего дробного дифференцирования Капуто, является самосопряженным.
Аналогичные результаты справедливы и для операторов дробного дифференцирования
Римана–Лиувилля.

1. Понятия и факты из дробного математического анализа

Вначале введем необходимые понятия и обозначения из дробного математического
анализа (более подробные сведения можно найти в монографиях [1,2]).

Пусть AC[a, b] — пространство всех вещественных абсолютно непрерывных функ-
ций на отрезке [a, b]. Для натурального числа n обозначим через ACn[a, b] простран-
ство всех вещественных функций f на отрезке [a, b], имеющих непрерывные производ-
ные до n − 1 порядка и таких, что f (n−1) ∈ AC[a, b], при n = 1, AC1[a, b] = AC[a, b].

Классически будем считать Cn[a, b] пространством всех вещественных n раз непре-
рывно дифференцируемых функций на отрезке [a, b], а пространство суммируемых с
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p -й степенью функций на отрезке [a, b] обозначается через Lp[a, b], 1 ≤ p <∞.

О п р е д е л е н и е 1.1. Левосторонним дробным интегралом порядка α ≥ 0 фун-
кции f ∈ L1[a, b] называется функция Iαa+f следующего вида:

Iαa+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s) ds,

где Γ — гамма-функция Эйлера

Γ(α) =

∫ ∞
0

xα−1e−xdx.

О п р е д е л е н и е 1.2. Правосторонним дробным интегралом порядка α ≥ 0

функции f ∈ L1[a, b] называется функция Iαb−f следующего вида:

Iαb−f(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(s− t)α−1f(s) ds.

О п р е д е л е н и е 1.3. Левосторонней дробной производной Римана–Лиувилля
порядка α ≥ 0 функции f ∈ ACn[a, b] называется функция RLDα

a+f следующего вида:

RLDα
a+f(t) =

(
d

dt

)n
In−αa+ f(t) =

1

Γ(n− α)

( d
dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s) ds, n = [α] + 1.

О п р е д е л е н и е 1.4. Правосторонней дробной производной Римана–Лиувилля
порядка α ≥ 0 функции f ∈ ACn[a, b] называется функция RLDα

b−f следующего вида:

RLDα
b−f(t) =

(
− d

dt

)n
In−αb− f(t) =

1

Γ(n− α)

(
− d

dt

)n ∫ b

t

(s− t)n−α−1f(s) ds, n = [α] + 1.

О п р е д е л е н и е 1.5. Левосторонней дробной производной Капуто порядка
α ≥ 0 функции f ∈ Cn[a, b] называется функция CDα

a+f следующего вида:

CDα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s) ds, n = [α] + 1.

О п р е д е л е н и е 1.6. Правосторонней дробной производной Капуто порядка
α ≥ 0 функции f ∈ Cn[a, b] называется функция CDα

b−f следующего вида:

CDα
b−f(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

(s− t)n−α−1f (n)(s) ds, n = [α] + 1.

Дробные производные Капуто порядка α ≥ 0 для функции f на отрезке [a, b] свя-
заны с дробными производными Римана–Лиувилля того же порядка α ≥ 0 посредством
следующих соотношений:

CDα
a+f(t) =

(RL
Dα
a+(f(s)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(s− a)k)

)
(t), (1.1)

CDα
b−f(t) =

(RL
Dα
b−(f(s)−

n−1∑
k=0

f (k)(b)

k!
(b− s)k)

)
(t), (1.2)

где n = [α] + 1.
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Отметим, что большим преимуществом дробной производной Капуто, по сравне-
нию с дробной производной Римана–Лиувилля, является сохранение основных свойств
производной целого порядка, например, равенство нулю производной от константы.

В дробном исчислении немаловажную роль играют функции представимые в виде
левостороннего (правостороннего) дробного интеграла от функции из Lp[a, b],

1 ≤ p ≤ ∞. Классы таких функций обозначают соответственно Iαa+(Lp) и Iαb−(Lp).

Известно (см. [1]), что справедливы включения Iαa+(Lp) ⊂ Lp[a, b] и Iαb−(Lp) ⊂ Lp[a, b],

более того при условии α > 1
p
функции из данных множеств являются непрерывными

(гельдеровскими). Для функции y ∈ Iαa+(L1) справедливо соотношение

Iαa+
RLDα

a+y(t) = y(t),

соответственно для функции y ∈ Iαb−(L1) справедливо соотношение

Iαb−
RLDα

b−y(t) = y(t).

В тоже время (см. [2]), если y ∈ Cn[a, b], то выполняются равенства

Iαa+
CDα

a+y(t) = y(t)−
n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(t− a)k, (1.3)

Iαb−
CDα

b−y(t) = y(t)−
n−1∑
k=0

(−1)ky(k)(b)

k!
(b− t)k. (1.4)

2. Полученные результаты

Для определения явного вида сопряженного оператора для операторов дробного
дифференцирования вначале докажем следующее утверждение о равенстве интегралов
для дробных производных Капуто.

Теорема 2.1. Пусть для α > 0 и n = [α] + 1 выполняются следующие условия:

1) функции x, y ∈ Cn[a, b];

2) x(k)(a) = 0, k = 0, 1, 2, ..., n− 1; y(k)(b) = 0, k = 0, 1, 2, ..., n− 1;

3) CDα
a+x,

CDα
b−y ∈ L1[a, b], при α ≥ 1;

4) CDα
a+x,

CDα
b−y ∈ L2[a, b], при 0 < α < 1.

Тогда ∫ b

a

y(t) CDα
a+x(t) dt =

∫ b

a

x(t) CDα
b−y(t) dt. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся следующим соотношением, которое назы-
вают формулой дробного интегрирования по частям (см. [1]):∫ b

a

ϕ(t)Iαa+ψ(t) dt =

∫ b

a

ψ(t)Iαb−ϕ(t) dt, (2.2)

где ϕ ∈ Lp[a, b], ψ ∈ Lq[a, b], 1
p

+ 1
q
≤ 1 + α, p ≥ 1, q ≥ 1.
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Очевидно, что при α ≥ 1 равенство (2.2) верно для всех функций ϕ, ψ ∈ Lp[a, b],

1 ≤ p ≤ ∞, а при 0 < α < 1, равенство (2.2) верно для функций ϕ, ψ ∈ Lp[a, b],

p ≥ 2 ≥ 2
1+α

.

Пусть α ≥ 1. Для функций x, y ∈ Cn[a, b] определим ϕ =C Dα
b−y и ψ =C Dα

a+x.

Для этих функций формула (2.2) принимает вид:∫ b

a

CDα
b−y(t) · Iαa+ CDα

a+x(t) dt =

∫ b

a

CDα
a+x(t) · Iαb− CDα

b−y(t) dt, (2.3)

где CDα
a+x,

CDα
b−y ∈ L1[a, b].

В силу равенств (1.3), (1.4), а также условия 2) теоремы, мы получаем (2.1).
Очевидно, что таким же образом можно установить справедливость (2.1) для

0 < α < 1, считая CDα
a+x,

CDα
b−y ∈ L2[a, b].

Введем в рассмотрение множество L ⊂ L2[a, b],

L =
{
x ∈ Cn[a, b] |x(k)(a) = x(k)(b) = 0, k = 0, 1, 2, ..., n− 1

}
,

для которого L = L2[a, b].

Для функций x ∈ L, в силу равенств (1.3), (1.4) мы имеем:

Iαa+
CDα

a+x(t) = x(t),

Iαb−
CDα

b−x(t) = x(t).

Отметим также, что для функций x ∈ L в силу соотношений (1.1), (1.2), мы имеем

CDα
a+x =RL Dα

a+x,
CDα

b−x =RL Dα
b−x,

поэтому равенство (2.1) при наложенных в теореме 2.1 условиях, справедливо и для
дробных производных Римана–Лиувилля:∫ b

a

y(t) RLDα
a+x(t) dt =

∫ b

a

x(t) RLDα
b−y(t) dt. (2.4)

Из равенства (2.1) следует, что на линейном многообразии L операторы CDα
a+ и

CDα
b− являются сопряженным. Соответственно из (2.4) следует, что на линейном мно-

гообразии L операторы RLDα
a+ и RLDα

b− также являются сопряженными.
Если же мы на L будем рассматривать оператор CDα

a+ +C Dα
b−, то легко можно

показать, что он является самосопряженным:∫ b

a

y(t) (CDα
a+ +C Dα

b−)x(t) dt =

∫ b

a

y(t) CDα
a+x(t) dt+

∫ b

a

y(t) CDα
b−x(t) dt =

=

∫ b

a

x(t) CDα
b−y(t) dt+

∫ b

a

x(t) CDα
a+y(t) dt =

∫ b

a

x(t) (CDα
a+ +C Dα

b−)y(t) dt,

где x, y ∈ L.
Очевидно, аналогично можно показать, что оператор RLDα

a+ +RL Dα
b− является са-

мосопряженным на L.
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